
42 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 3�ÀÄÈÎÔÈÇÈÊÀ, ÝËÅÊÒ�ÎÍÈÊÀ, ÀÊÓÑÒÈÊÀÒðàíñ�îðìàöèÿ íåëèíåéíûõ ïèëîîáðàçíûõ âîëí â ñðåäåñ ðå�ðàêöèîííûìè íåîäíîðîäíîñòÿìèÂ.À. �óñåâÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà àêóñòèêè. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2. E-mail: a vgusev�bk.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 11.04.2008, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 26.02.2009.Íàéäåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ïðî�èëåé èíòåíñèâíûõ ïèëîîáðàçíûõ âîëí è ïó÷êîâ â ñðåäåñ íåîäíîðîäíîñòüþ ñêîðîñòè çâóêà. Ïîêàçàíî, ÷òî �îêóñèðîâêà íà íåîäíîðîäíîñòÿõ ñðåäû ñèëüíååâûðàæåíà äëÿ îäèíî÷íîãî èìïóëüñà, �îðìèðóÿ óçêèå îáëàñòè âûñîêîé àìïëèòóäû. Ïîêàçàíî, ÷òîðå�ðàêöèîííàÿ íåîäíîðîäíîñòü ìîæåò ïðèâåñòè ê ñäâèãó ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìà àìïëèòóäû èñõîäíîñ�îêóñèðîâàííîãî ïó÷êà è óâåëè÷åíèþ øèðèíû ïó÷êà, à òàêæå ê òðàíñ�îðìàöèè ñõîäÿùåãîñÿ ïó÷êàâ ðàñõîäÿùèéñÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ àêóñòèêà, ïèëîîáðàçíûå è óäàðíûå àêóñòè÷åñêèå âîëíû, íåîäíîðîäíûå ñðåäû,èíòåíñèâíûå àêóñòè÷åñêèå ïó÷êè.ÓÄÊ: 534.222. PACS: 43.20.Bi, 43.25.-x, 43.25.Cb, 43.25.Jh, 43.28.Mw.Ñðåäè àêòóàëüíûõ çàäà÷, ãäå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòüâëèÿíèå íåîäíîðîäíîñòåé ñðåäû íà �îðìèðîâàíèå ïðî-ñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû è èñêàæåíèå âîëíîâîãî ïðî-�èëÿ àêóñòè÷åñêèõ âîëí, ñîäåðæàùèõ ðàçðûâû â ïðî�è-ëå [1℄, ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå. Âî-ïåðâûõ, ðàçâèòèåíîâîãî ïîêîëåíèÿ ñâåðõçâóêîâûõ ïàññàæèðñêèõ ñàìî-ëåòîâ è èññëåäîâàíèå ãåíåðèðóåìûõ èìè àêóñòè÷åñêèõâîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â íåîäíîðîäíîé àòìîñ�åðå[2�4℄; âî-âòîðûõ, ìåäèöèíñêèå ïðèëîæåíèÿ, ñâÿçàííûåñ ðàñïðîñòðàíåíèåì èíòåíñèâíîãî óëüòðàçâóêà â áèîëîãè-÷åñêèõ òêàíÿõ; à òàêæå èññëåäîâàíèå âçðûâíûõ ïðîöåñ-ñîâ åñòåñòâåííîãî è èñêóññòâåííîãî ïðîèñõîæäåíèÿ [5℄,çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ñâîéñòâ ñðåäû è íåðàçðóøàþùåãîêîíòðîëÿ [6℄.Ïîñêîëüêó â ñïåêòðå ðàçðûâíûõ âîëí ïðåîáëàäàþòâûñîêèå ÷àñòîòû, èõ ðàñïðîñòðàíåíèå ìîæåò áûòü óñïåø-íî îïèñàíî â ïðèáëèæåíèè íåëèíåéíîé ãåîìåòðè÷åñêîéàêóñòèêè [1, 4℄:� �z + 12(r? )2 = �(z, x, y), (1)�p�z � "�0
30 p �p�T +r?pr? + p2�? = 0. (2)Óðàâíåíèå (1) ýéêîíàëà  îïèñûâàåò èñêðèâëåíèå òðàåê-òîðèé ëó÷åé, çàäàâàåìûõ íà÷àëüíîé êðèâèçíîé âîëíîâîãî�ðîíòà, è èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ îáëàñòåé �îêóñèðîâîêè äå�îêóñèðîâîê çà ñ÷åò íåîäíîðîäíîñòè �(z, x, y), ñâÿ-çàííîé ñ îòêëîíåíèåì ëîêàëüíîé ñêîðîñòè çâóêà îòñðåäíåãî çíà÷åíèÿ 
0 . Óðàâíåíèå ïåðåíîñà (2) îïèñûâà-åò èñêàæåíèå ïðî�èëÿ âîëíû êàê çà ñ÷åò íåëèíåéíûõïðîöåññîâ, òàê è íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû. Çäåñü p �àêóñòè÷åñêîå äàâëåíèå, T = t�z/
0� (x, y, z)/
0 � �àçàâîëíû â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé àêóñòèêè, �0 �ïëîòíîñòü ñðåäû, " � íåëèíåéíûé ïàðàìåòð.Äè��åðåíöèðóÿ (1) ïî ïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàìè ââîäÿ �óíêöèè íàêëîíà ëó÷åé � = � /�x è � = � /�yê îñÿì x è y ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì ñèñòåìó ñâÿçàí-íûõ óðàâíåíèé òèïà ïðîñòûõ âîëí���z +����x + ����y = �x, ���z + ����x + ����y = �y. (3)

Ïóñòü â îáëàñòè z > z0 > 0 ðàñïîëîæåíà ìîäåëüíàÿíåîäíîðîäíîñòü ñêîðîñòè çâóêà � = �(x, y)/z2 ñ ïåðèî-äè÷åñêèì ïîïåðå÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì � = 
os x 
os y �� 1/4 
os 2x 
os 2y . Ýòà ìîäåëü ïîçâîëÿåò îïèñàòü â ðàì-êàõ åäèíîãî ïîäõîäà îñíîâíûå �èçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ,ñîïðîâîæäàþùèå ðàñïðîñòðàíåíèå èíòåíñèâíîãî çâóêàâ íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Â ÷àñòî èñïîëüçóåìîì ïàðàêñèàëü-íîì ïðèáëèæåíèè �ðîíò âîëíû çàìåíÿåòñÿ ïàðàáîëè÷å-ñêèì è èùåòñÿ ïîëå âáëèçè îñè âîëíîâîãî ïó÷êà. ßñíî,÷òî â ðåàëüíîñòè �ðîíò ñîäåðæèò ðàçëè÷íûå îáëàñòèëîêàëüíûõ �îêóñèðîâîê è äå�îêóñèðîâîê, ÷òî òðåáóåòáîëåå ðåàëèñòè÷íîé ìîäåëè, îñîáåííî ïðè îïèñàíèè ïó÷-êîâ. Ìîäåëü áåñêîíå÷íî òîíêîãî �àçîâîãî ýêðàíà [3, 4℄ó÷èòûâàåò òîëüêî îäíîêðàòíîå èñêðèâëåíèå ëó÷åé â ñðå-äå. Ïðåäëàãàåìàÿ â äàííîé ðàáîòå ìîäåëü ó÷èòûâàåò ïî-ñëåäîâàòåëüíîå èñêðèâëåíèå ëó÷åé â íåîäíîðîäíîì ñëîåêîíå÷íîé øèðèíû. Äëÿ ýòîé ìîäåëè �óíêöèè íàêëîíàëó÷à ðàâíû � = sin x 
os yz , � = 
os x sin yz . (4)Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (2), (3) äëÿ �àçîâîãî ýêðàíà� = 0 íàéäåíî â ðàáîòå [4℄.Òðàåêòîðèè ëó÷åé � ïðîñòðàíñòâåííûå êðèâûå, îïðå-äåëÿþùèå çàêîí ïåðåìåùåíèÿ íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿèç òî÷êè fx0; y0g â ïëîñêîñòè z= z0 â íåêîòîðóþ òî÷-êó fx; yg ïðè z > z0 , íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèédx/dz = � , dy/dz = � ïî èçâåñòíûì �óíêöèÿì (4):tgx = 2C2z/z0C22 + (C21 � 1)(z/z0)2 ,sin ysin x = C1 = sin y0sin x0 , C2 = 
osx0 + 
os y0sin x0 . (5)Ëîêàëüíûì îñÿì �îêóñèðîâîê è äå�îêóñèðîâîê ñîîò-âåòñòâóþò íåïîäâèæíûå ëó÷è ñ íóëåâûì íàêëîíîì ëó-÷åé, êîîðäèíàòû êîòîðûõ f0,��; 0,��g è f��/2;��/2g .Àíàëèç ëó÷à, âûøåäøåãî èç òî÷êè f�/4; 0g , ïîêàçûâàåò,÷òî ëó÷ íå ñìåùàåòñÿ â íàïðàâëåíèè y , à åãî êîîðäè-íàòà x àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê � . Àíàëîãè÷íîìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êàìè ñãóùåíèÿ ëó÷åé òàêæå



�ÀÄÈÎÔÈÇÈÊÀ, ÝËÅÊÒ�ÎÍÈÊÀ, ÀÊÓÑÒÈÊÀ 43ÿâëÿþòñÿ f��; 0g , f0;��g . Â ýòèõ îáëàñòÿõ äîëæåííàáëþäàòüñÿ ìàêñèìóì àìïëèòóäû âîëíû â ïîïåðå÷íîìñå÷åíèè. Â òî÷êàõ f��/2;��/2g îáðàçóþòñÿ ëîêàëüíûåìàêñèìóìû, à òî÷êè f0; 0g è f��;��g îêàçûâàþòñÿöåíòðàìè îáëàñòåé äå�îêóñèðîâêè.Ïåðåõîä â óðàâíåíèè ïåðåíîñà (2) ê ëó÷åâûì êîîðäè-íàòàì âäîëü òðàåêòîðèé ëó÷åé, îïðåäåëÿåìûì èíòåãðà-ëàìè (5), � = sin ysin x , � = z 
os x+
os ysin x , ïîçâîëÿåò çàïèñàòüóðàâíåíèå äëÿ ïîëÿ âäîëü �èêñèðîâàííîãî ëó÷à:�p�z � "�0
30 p �p�T + p ddz ln SS0 = 0, (6)ãäå S(z; �, �) = z2/(z4 + bz2 + a) � ïëîùàäü ïî-ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ëó÷åâîé òðóáêè â ñå÷åíèè z ,S0 � íà÷àëüíàÿ ïëîùàäü ïðè z0 , a = �4/(�2 � 1)2 ,b = 2�2(1 + �2)/(�2 � 1)2 . Çäåñü ëó÷åâûå êîîðäèíàòû �, �ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè è îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè êî-îðäèíàòàìè ëó÷à. Çàìåíîé ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå (7)ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó óðàâíåíèÿ ïðîñòûõ âîëí:�P�s � "�0
30 P �P�T = 0, P = ppS/S0, s = zZz0 pS0/S dz.(7)Âîëíû â îäíîðîäíîé ñðåäå îïèñûâàþòñÿ òàêèì æåóðàâíåíèåì, ñëåäîâàòåëüíî, íåîäíîðîäíîñòü ñðåäû ïðè-âîäèò ê èçìåíåíèþ êàê àìïëèòóäíûõ õàðàêòåðèñòèêâîëíû, òàê è ñòåïåíè íàêîïëåíèÿ íåëèíåéíûõ ý��åêòîâ,â ÷àñòíîñòè âåëè÷èíû è ðàññòîÿíèÿ îáðàçîâàíèÿ óäàðíûõ�ðîíòîâ.Óðàâíåíèå (7) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü îáùåå ðåøå-íèå óðàâíåíèÿ (6) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì p(z= z0) == p0(x, y; t) äëÿ �èêñèðîâàííîãî ëó÷à:p(z, �, �,T) =rS0S p0 �, �,T + "�0
30 ps SS0 zZz0rS0S dz!.(8)�àññìîòðèì ïèëîîáðàçíûå íà÷àëüíûå ïðî�èëè � ïå-ðèîäè÷åñêóþ ïèëîîáðàçíóþ âîëíópS0 =�!� � 2�n� a0, ��+ 2�n < !� < �+ 2�n (9)

è îäèíî÷íûé N-îáðàçíûé èìïóëüñpN0 =(�a0 ��0 ïðè j�j6 �0,0 ïðè j�j > �0. (10)Ïèêîâûå àìïëèòóäû äëÿ ïðî�èëåé (9) è (10) ðàâíûñîîòâåòñòâåííîaSa0 =rS0S  1 + z�1nl zZz0rS0S dz!�1,aNa0 =rS0S  1 + z�1nl zZz0rS0S dz!�1/2, (11)ãäå znl èìååò ñìûñë äëèíû îáðàçîâàíèÿ óäàðíîãî �ðîíòàâ ïðî�èëå ãàðìîíè÷åñêîé âîëíû â îäíîðîäíîé ñðåäå,znl = ��0
30/"!a0 äëÿ ïðî�èëÿ (9) è znl = �0�0
30/"a0 äëÿïðî�èëÿ (10).Èçìåíåíèå ïîïåðå÷íîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðûèñõîäíî ïëîñêîé âîëíû ïîêàçàíî íà ðèñ. 1, à, 2, à äëÿïåðèîäè÷åñêîé âîëíû (9) è ðèñ. 1, á, 2, á � äëÿ N-èì-ïóëüñà (10). Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ïîïåðå÷íûå ïðî�èëèâäîëü îñè x ïðè �èêñèðîâàííîé ïîïåðå÷íîé êîîðäèíà-òå y íà ðàññòîÿíèÿõ Z = z/znl = 2; 3; 10 (êðèâûå 1�3) îòãðàíèöû íåîäíîðîäíîé ñðåäû (Z0 = 1). Íà ðèñ. 2 ïîêàçà-íî, êàê èçìåíÿåòñÿ ïîïåðå÷íàÿ ñòðóêòóðà ïèêîâîé àìïëè-òóäû ïåðèîäè÷åñêîé âîëíû (à) è îäèíî÷íîãî èìïóëüñà (á)íà ðàññòîÿíèè Z = 5. Ñâåòëûå òîíà îáîçíà÷àþò îáëàñòèâûñîêîé ïèêîâîé àìïëèòóäû, òåìíûå � ìàëîé ïèêîâîéàìïëèòóäû.
�èñ. 1. Èçìåíåíèå ñ ðàññòîÿíèåì ïîïåðå÷íûõ ïðî�èëåéïèêîâîé àìïëèòóäû (êðèâûå 1�3 ñîîòâåòñòâóþò ðàññòî-ÿíèÿì Z = 2; 3; 10)

�èñ. 2. Ïîïåðå÷íàÿ ñòðóêòóðà ïèêîâîé àìïëèòóäû ïåðèîäè÷åñêîé âîëíû (à) è îäèíî÷íîãî èìïóëüñà (á) íàðàññòîÿíèè Z = 522 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 3



44 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 3Èç ãðà�èêîâ ñëåäóåò, ÷òî ðå�ðàêöèîííàÿ íåîäíî-ðîäíîñòü ñðåäû ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ñëîæíîé ïðî-ñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû ïèêîâîé àìïëèòóäû � îáëà-ñòåé ñãóùåíèÿ ëó÷åé ñ ïîâûøåííîé àìïëèòóäîé è îá-ëàñòåé ðàçðåæåíèÿ ëó÷åé ñ áîëåå íèçêîé àìïëèòóäîé,ò. å. ý��åêòàì �îêóñèðîâêè è äå�îêóñèðîâêè âîëíû. Ýòîïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì òåìïàì íàêîïëåíèÿ íåëèíåéíûõý��åêòîâ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè.Íà ðèñ. 1 è 2 õîðîøî çàìåòíî îáðàçîâàíèå óçêèõ îáëà-ñòåé ñ âûñîêèì äàâëåíèåì è øèðîêèõ îáëàñòåé ñ íèçêèìäàâëåíèåì, ïî ìåðå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû îáëàñòè âû-ñîêîãî äàâëåíèÿ åùå áîëüøå ñóæàþòñÿ. Â îáëàñòÿõ âûñî-êîé ïèêîâîé àìïëèòóäû ïðîèñõîäèò áûñòðîå îáðàçîâàíèåóäàðíîãî �ðîíòà, â îáëàñòÿõ ìàëîé ïèêîâîé àìïëèòóäûýòîò ïðîöåññ ïðîèñõîäèò ãîðàçäî ïîçæå, åñëè âîîáùåïðîèñõîäèò, òàê ÷òî óäàðíûé �ðîíò âîëíû òàêæå èìååòñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Íà ðèñóíêàõ âèäíî ñóùåñòâåííîåðàçëè÷èå â ïîâåäåíèè ïåðèîäè÷åñêîé ïèëîîáðàçíîé âîë-íû è îäèíî÷íîãî N-èìïóëüñà. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé âîëíûïî ñðàâíåíèþ ñ îäèíî÷íûì èìïóëüñîì ïîïåðå÷íûé ïðî-�èëü îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñãëàæåííûì, à îáëàñòè âûñîêîéïèêîâîé àìïëèòóäû øèðå.Â òî÷êå ìèíèìóìà f0; 0g íîðìèðîâàííàÿ ïëîùàäüëó÷åâîé òðóáêè ðàâíà S/S0 = z2/z20 , ò. å. ïëîùàäü ëó-÷åâîé òðóáêè óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðàññòîÿíèåì, à çíà÷èò,ëó÷è ðàñõîäÿòñÿ. Â îáëàñòè äîïîëíèòåëüíîãî ìàêñèìó-ìà f�/2,�/2g S/S0 = 1, ò. å. ïëîùàäü ëó÷åâîé òðóáêèîñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, è àìïëèòóäû ðàâíû ñîîòâåòñòâåííîaS/a0 = (1+Z)�1 è aN /a0 = (1+ Z)�1/2 , ò. å. ðàâíûàìïëèòóäå â îäíîðîäíîé ñðåäå. Â îáëàñòè ãëàâíîãî ìàê-ñèìóìà f0;�g S/S0 = z20/z2 , ò. å. ïëîùàäü ëó÷åâîé òðóá-êè óìåíüøàåòñÿ è ëó÷è ñõîäÿòñÿ. Ïèêîâûå àìïëèòóäûðàâíû ñîîòâåòñòâåííîaSa0 = ZZ0 �1 + Z22Z0��1 , aNa0 = ZZ0 �1 + Z22Z0��1/2 .Ïèêîâàÿ àìïëèòóäà âîëíû â îáëàñòè äå�îêóñèðîâêè óáû-âàåò áûñòðåå, ÷åì â îäíîðîäíîé ñðåäå. Â îáëàñòè �îêóñè-ðîâêè, íàîáîðîò, ïðîèñõîäèò ðîñò àìïëèòóäû ïî ñðàâíå-íèþ ñ èñõîäíûì çíà÷åíèåì çà ñ÷åò ïðîñòðàíñòâåííîãîïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè. Àìïëèòóäû ïåðèîäè÷åñêîéâîëíû è îäèíî÷íîãî èìïóëüñà âåäóò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó.Àìïëèòóäà ïåðèîäè÷åñêîé âîëíû âñåãäà óáûâàåò. Àìïëè-òóäà îäèíî÷íîãî èìïóëüñà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ñòðå-ìèòñÿ ê êîíå÷íîìó çíà÷åíèþ aN /a0 �p2/Z0 =p2znl/z0 .Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé óäàðíîé âîëíû îñ-íîâíûì �àêòîðîì ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîå çàòóõàíèå íà�ðîíòå, â òî æå âðåìÿ äëÿ îäèíî÷íîãî èìïóëüñà ðå-�ðàêöèîííàÿ ñõîäèìîñòü ñïîñîáíà êîìïåíñèðîâàòü ýòîçàòóõàíèå è ïðèâåñòè ê êîíå÷íîìó çíà÷åíèþ ïèêîâîéàìïëèòóäû íà áåñêîíå÷íîñòè.Èíòåðåñíî, ÷òî ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû îäè-íî÷íîãî èìïóëüñà çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íåëè-íåéíîé äëèíîé è êîîðäèíàòîé íà÷àëà íåîäíîðîäíîãîñëîÿ. Çàìåòíîå óñèëåíèå äîñòèãàåòñÿ, åñëè íåîäíîðîä-íûé ñëîé íàõîäèòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêî ê èñòî÷íèêóçâóêà. Àìïëèòóäà ãåíåðèðóåìîé ñàìîëåòîì âîëíû íàðàññòîÿíèè z0 � 30�100 ì ìîæåò äîñòèãàòü íåñêîëüêèõòûñÿ÷ Ïà. Äëèòåëüíîñòü òàêèõ èìïóëüñîâ îáû÷íî ñî-ñòàâëÿåò ïîðÿäêà 10�2 ñ [2℄, è äëÿ íåëèíåéíîé äëèíûïîëó÷àåì îöåíêó znl � 100 ì. Òàêèì îáðàçîì, âïîëíåâîçìîæíî óñèëåíèå òàêèõ ìîùíûõ ñèãíàëîâ è èõ ðàñ-ïðîñòðàíåíèå íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà 10 êì îò ñàìîëåòà àìïëèòóäàäàâëåíèÿ îêîëî 100 Ïà è íåëèíåéíàÿ äëèíà ïîðÿäêà

1 êì, çàòî çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåòñÿ âåðîÿòíîñòü âñòðå-òèòü �îêóñèðóþùóþ íåîäíîðîäíîñòü, ñîîòâåòñòâåííî ýòèñëàáûå ñèãíàëû òàêæå ìîãóò ñóùåñòâåííî óñèëèòüñÿ.�àñïðîñòðàíåíèå îãðàíè÷åííûõ âîëíîâûõ ïó÷êîâÝâîëþöèÿ îñåñèììåòðè÷íûõ ïó÷êîâ ìîæåò áûòü èñ-ñëåäîâàíà íà îñíîâå óðàâíåíèé íåëèíåéíîé ãåîìåòðè-÷åñêîé àêóñòèêè, çàïèñàííûõ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòå-ìå êîîðäèíàò. Ïîñëå ââåäåíèÿ �óíêöèè íàêëîíà ëó÷à� = � /�r â (1) ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:���z +����r = �r � �(z, r), (12)�p�z � "�0
30 p �p�T + ��p�r + p2����r + �r �= 0. (13)�àññìîòðèì ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùåé ìîäåëüþ �îêó-ñèðóþùóþ íåîäíîðîäíîñòü ñ óáûâàþùåé ñ ðàññòîÿíèåìàìïëèòóäîé � = 
r/(1 + z)2 , ãäå 
 � ÷èñëî, õàðàêòåðèçó-þùåå ¾ñèëó¿ íåîäíîðîäíîñòè. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (13):� = rf (1 + z), f (x) = �x � �Cx2�� x1� 2���1, (14)ãäå êîíñòàíòà C îïðåäåëÿåòñÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ,� � äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ �2 � � � 
 = 0.Â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (12) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåf (x) = pj
jx !"rj
j � 14 tg rj
j � 14(ln x�C)!� 12#.(15)Âûðàæåíèÿ (14) è (15) äàþò òî÷íîå ðåøåíèå äëÿýéêîíàëà ïðè ïðîèçâîëüíîé íà÷àëüíîé ïàðàáîëè÷åñêîéêðèâèçíå âîëíîâîãî �ðîíòà è çàäàííîé íåîäíîðîäíîñòèïðîèçâîëüíîé ¾ñèëû¿ 
 . �ðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ ñ�îêó-ñèðîâàííîé âîëíû �(z= 0) = �r (�îêóñíîå ðàññòîÿíèåïðèíÿòî ðàâíûì åäèíèöå). Ïðè 
 = 0 ïîëó÷àåì ðåøåíèåäëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû: � = r/(1� z). Òðàåêòîðèè ëó÷åéíàéäåì èç óðàâíåíèÿ dr/dz = � è ðåøåíèÿ (14):rr0 = (�� 2)x� + (�+ 1)x1��2�� 1 , (16)ãäå r0 � íà÷àëüíàÿ ïîïåðå÷íàÿ êîîðäèíàòà ëó÷à. Îáùååðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (13) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåìpjz=0 = R(r)�(�) äëÿ íàéäåííîé �óíêöèè íàêëîíà ëó-÷à (14) èëè (15) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåp= R(r0)Æ p0�T + "�0
30 p Æs�. (17)Âåëè÷èíà Æ îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå àìïëèòóäû â ëó÷å-âîé òðóáêå çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ åå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ,ý��åêòèâíîå ðàññòîÿíèå s îïèñûâàåò ïðîöåññ íàêîïëå-íèÿ íåëèíåéíûõ ý��åêòîâ â íåîäíîðîäíîé ñðåäå. Äëÿñ�îêóñèðîâàííîé âîëíû â îäíîðîäíîé ñðåäå (
 = 0):Æ = 1� z , s = �2 ln(1� z); ïðè 
 = 2: Æ = 1/(1 + z)è s = ((1 + z)2 � 1)/2.Íà ðèñ. 3 ïîñòðîåíà �óíêöèÿ (16), îïèñûâàþùàÿèçìåíåíèå íà÷àëüíîé ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû ëó÷à â ñðå-äå ñ ïàðàìåòðàìè íåîäíîðîäíîñòè 
 = 0; 1.8; 2; 3 (êðè-âûå 1�4 ñîîòâåòñòâåííî). Ñëàáûå íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû,ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûì 1 è 2, ïðèâîäÿò ê ñäâèãó ïîëî-æåíèÿ ìàêñèìóìà àìïëèòóäû äàëüøå îò ãåîìåòðè÷åñêîãî�îêóñà èñõîäíîãî âîëíîâîãî �ðîíòà âîëíû. Êðèâàÿ 3
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�èñ. 3. Òðàåêòîðèè ëó÷åé äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ íåîä-íîðîäíîñòè, êðèâûå 1�4 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ïàðà-ìåòðà 
 = 0; 1.8; 2; 3ñîîòâåòñòâóåò ïðîìåæóòî÷íîìó ïîëîæåíèþ, êîãäà íåîä-íîðîäíîñòü ïðèâîäèò ê �îêóñèðîâêå âîëíû, íî �îêóñíàõîäèòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè, ãäå âñå ëó÷è àñèìïòîòè-÷åñêè ñõîäÿòñÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè ñèëû íåîäíîðîäíîñòè(êðèâàÿ 4) ëó÷è íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ íà÷èíàþòðàñõîäèòüñÿ è ïðîèñõîäèò äå�îêóñèðîâêà âîëíû.Ïèêîâûå àìïëèòóäû äëÿ íà÷àëüíûõ ïðî�èëåé (9)è (10) ðàâíûaSa0 = RÆ �1 + "!a0��0
30 Rs��1, aNa0 = RÆ �1 + "a0�0�0
30 Rs��1/2.(18)Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ïîïåðå÷íûå �îðìû èñõîäíîãîãàóññîâñêîãî ïó÷êà ïèëîîáðàçíûõ âîëí íà ðàññòîÿíèèz= 0.8 äëÿ íåîäíîðîäíîñòåé ñ ïàðàìåòðîì 
 = 0; 2; 3(êðèâûå 1�3 ñîîòâåòñòâåííî). Â çàâèñèìîñòè îò âèäàíåîäíîðîäíîñòè ïðîèñõîäèò ëèáî ñóæåíèå ïó÷êà è óâåëè-÷åíèå ïèêîâîé àìïëèòóäû (�îêóñèðîâêà, êðèâàÿ 1), ëèáîðàñïëûâàíèå ïó÷êà (êðèâàÿ 3). Êàê âèäíî èç (18), ïðèñèëüíûõ íåëèíåéíûõ ý��åêòàõ àìïëèòóäà ïåðèîäè÷å-ñêîé âîëíû íà îñè ïó÷êà ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò èñõîäíîãîçíà÷åíèÿ � ïîÿâëÿåòñÿ ý��åêò èçîòðîïèçàöèè ïó÷êà.Â òî æå âðåìÿ äëÿ îäèíî÷íîãî èìïóëüñà �îêóñèðîâêàîêàçûâàåòñÿ áîëåå ñèëüíîé � ïèêîâîå çíà÷åíèå íà êðè-âîé 2 áîëüøå èñõîäíîãî è ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîìó çíà-÷åíèþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïåðèîäè÷åñêàÿ

�èñ. 4. Ïîïåðå÷íàÿ �îðìà ïó÷êà äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâíåîäíîðîäíîñòè äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé âîëíû (s ) è îäèíî÷-íîãî èìïóëüñà (n). Êðèâûå 1�3 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíè-ÿì ïàðàìåòðà 
 = 0; 2; 3, êðèâàÿ 4 � íà÷àëüíàÿ �îðìàïó÷êàóäàðíàÿ âîëíà ïðîÿâëÿåò òåíäåíöèþ ê �îðìèðîâàíèþîáëàñòè ñ ïîñòîÿííîé ïèêîâîé àìïëèòóäîé íà îñè ïó÷êà,à îäèíî÷íûé èìïóëüñ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óçêèé ïó÷îê,àìïëèòóäà êîòîðîãî ñëàáî óìåíüøàåòñÿ ñ ðàññòîÿíèåì(ïðè ïðåíåáðåæåíèè âÿçêîñòüþ).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðî-ãðàììû Ïðåçèäåíòà �Ô ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷-íûõ øêîë (ãðàíò ÍØ-2906.2008.2) è �ÔÔÈ (ãðàíòû09-02-00925-a, 09-02-00967-a).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. �óäåíêî Î.Â., Ñóõîðóêîâà À.Ê., Ñóõîðóêîâ À.Ï. // Àêóñò.æóðí. 1994. 40, � 2. Ñ. 290.2. Pier
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